
Pismeni ispit iz Algebre 1
L smer, 8.2.2016.

1 Odrediti sve podgrupe diedarske grupe D7. Da li me�u ǌima ima izomorfnih?

Rexeǌe. Na ve�bama smo tra�ili podgrupe D3, isto se radi i za D7 jer je 7 prost broj. (Pogledajte
27. zadatak u skripti.) Dobijaju se podgrupe {ε}, 〈σ〉, 〈σρ〉, . . . , 〈σρ6〉, 〈ρ〉 i D7. Redovi su im, 1, 2,
. . . , 2, 7 i 14, redom. Podgrupe razliqitog reda ne mogu biti izomorfne. Sve podgrupe reda dva
(pa i ove) su me�sobno izomorfne jer su cikliqne (zato xto je broj 2 prost).

2 Pokazati da je Ojlerova grupa (Φ13, ·13) cikliqna. Odrediti sve generatore, sve podgrupe i sve
automorfizme te grupe.

Rexeǌe. |Φ13| = 12, pa su ǌeni elementi reda 1, 2, 3, 4, 6 ili 12. Pokuxa�emo da na�emo element
reda 12 koji bi ǌen generator. 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16 ≡13 3, 26 = 64 ≡13 12, sledi r(2) = 12. Dakle,
Φ13 = 〈2〉 je cikliqna.

2 je jedan generator, ostali �e biti oblika 2k, gde je k ∈ Φ12 = {1, 5, 7, 11}. Dakle, svi generatori
su 2, 25 = 32 ≡13 6, 27 ≡13 6 · 22 = 24 ≡13 11 i 211 ≡13 62 · 2 = 72 ≡13 7. Delioci od 12 su 1, 2, 3, 4,
6 i 12. Odgovaraju�e podgrupe su cikliqne grupe generisane elementima 212 ≡13 1, 26 = 64 ≡13 12,
24 = 16 ≡13 3, 23 = 8, 22 = 4 i 2.

Kako je grupa Φ13 cikliqna, automorfizmi su potpuno odre�eni slikom generatora 2. Da bi
bili bijektivni neophodno je da 2 slikaju u neki od generatora. Zato moraju biti oblika x 7→ xk,
gde je k ∈ {1, 5, 7, 11}. Oqigledno je da su sva qetiri preslikavaǌa automorfizmi.

3 Date su permutacije π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 7 9 3 6 1 2 8 4

)
, σ = d1, 2, 8, 9, 4cd6, 7c i τ = d1, 6, 4cd3, 8, 7cd6, 9c

iz S9. Izraqunati π8σ2τ 2016. Odrediti sve permutacije koje komutiraju i sa π i sa σ.

Rexeǌe. Ciklusne dekompozicije su π = d1, 5, 6cd2, 7cd3, 9, 4c, τ = d1, 6, 4cd3, 8, 7cd6, 9c = d4, 1, 6cd6, 9c
d3, 8, 7c = d4, 1, 6, 9cd3, 8, 7c, a σ je ve� rastavǉeno. Kako disjunktni ciklusi komutiraju imamo

π8σ2τ 2016 = d1, 5, 6c8d2, 7c8d3, 9, 4c8d1, 2, 8, 9, 4c2d6, 7c2d4, 1, 6, 9c2016d3, 8, 7c2016 = d1, 6, 5cd3, 4, 9cd1, 8, 4, 2, 9c =

=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 3 4 2 1 5 7 9 6

)
Neka f ∈ S9 komutira i sa π i sa σ. Treba da va�i d1, 5, 6cd2, 7cd3, 9, 4c = fd1, 5, 6cd2, 7cd3, 9, 4cf−1 =

fd1, 5, 6cf−1fd2, 7cf−1fd3, 9, 4cf−1 = df(1), f(5), f(6)cdf(2), f(7)cdf(3), f(9), f(4)c, kao i d1, 2, 8, 9, 4cd6, 7c =
df(1), f(2), f(8), f(9), f(4)cdf(6), f(7)c. Iz df(6), f(7)c = d6, 7c zakǉuqujemo da je f(6) ∈ {6, 7}. Zbog
df(1), f(5), f(6)c = d1, 5, 6c mora biti f(6) = 6. To daǉe povlaqi f(1) = 1, f(5) = 5 i f(7) = 7. Sada
iz df(1), f(2), f(8), f(9), f(4)c = d1, 2, 8, 9, 4c sledi da se i 1, 2, 8 i 9 slikaju u sebe. Preostaje jox
f(7) = 7, odakle zakǉuqujemo da jedino identitet komutira i sa π i sa σ.

4 Neka je G Abelova grupa i ∆ = {(g, g) | g ∈ G} dijagonala Dekartovog proizvoda G×G. Pokazati
da je ∆ �G×G i (G×G)/∆ ∼= G.

Rexeǌe. Definiximo Φ : G×G −→ G sa Φ(g, h) = g ? h−1. Φ je homomorfizam jer je Φ((g, h) ? (g′, h′)) =
Φ(g ? g′, h ? h′) = g ? g′ ? (h ? h′)−1 = g ? g′ ? h′−1 ? h−1 = g ? h−1 ? g′ ? h′−1 = Φ(g, h) ? Φ(g′, h′). Prema prvoj
teoremi o izomorfizmima je (G×G)/Ker Φ ∼= Im Φ i Ker Φ�G×G. Za svako g ∈ G je Φ(g, e) = g, pa je
Φ ,,na“. Φ(g, h) = e akko je g = h, akko (g, h) ∈ ∆. Dakle, (G×G)/∆ ∼= G i ∆ �G×G. (A ovo drugo je
moglo i lako pexaqki da se proveri budu�i daje G×G Abelova grupa kao proizvod dve Abelove.)



5 Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 99999 + 99! sa 9999.

Rexeǌe. 9999 = 99 · 101 i 99 i 101 su uzajamno prosti, pa mo�emo primeniti kinesku teoremu.
Oqigledno je broj n = 99999 + 99! deǉiv sa 99.

Prema maloj Fermaovoj (ili Ojlerovoj) teoremi je 99999 ≡101 9999 ≡101 (−2)99 = −299. Kako je
2100 ≡101 1 ≡101 102 = 2 · 51 deǉeǌem sa dva dobijamo 299 ≡101 51. Prema Vilsonovoj teoremi je
−1 ≡101 100! = 100 · 99! ≡101 −99!. Sledi, n ≡101 −51 + 1 = −50 ≡101 51.

Jox treba rexiti sistem kongruencija n ≡99 0, n ≡101 51. n = 99m i 51 ≡101 99m ≡101 −2m, tj.
2m ≡101 −51 ≡101 50 odakle sledi da je m ≡101 25. Dakle, n ≡9999 99 · 25 = 2475.

6 Grupa G je zadata generatorima x1, x2 i x3 i relacijama

12x1 − 18x2 + 18x3 = 0
15x2 − 27x3 = 0

6x1 − 3x2 − 3x3 = 0

Odrediti broj elemenata reda 3 u grupi G.

Rexeǌe.  12 −18 18
0 15 −27
6 −3 −3

 K2→−K2
V1↔V3
K1↔K2−−−−−→

 3 6 −3
−15 0 −27
18 12 18

 V2→V2+5V1
V3→V3−6V1−−−−−−−→

 3 6 −3
0 30 −42
0 −24 36

 K2→K2−2V1
K3→K3+K1−−−−−−−→

→

 3 0 0
0 30 −42
0 −24 36

 V2→V2+V3−−−−−−→

 3 0 0
0 6 −12
0 −24 36

 V3→V3+4V2−−−−−−−→

 3 0 0
0 6 −12
0 0 −12

 K3→K3+2V2
K3→−K3−−−−−−−→

 3 0 0
0 6 0
0 0 12


Dakle, G ∼= Z3 × Z6 × Z12

∼= Z2 × Z4 × Z3
3 . B(3, G) = B(3, Z3

3) = 26 jer su svi elementi sem neutrala
(1, 1, 1) reda tri.


